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L.OI CAM ON

Tru6c hét, toi xin giii 10i biét on chan thanh dén GS. TS. Lé Thi Thanh
Nhan da huéng dan to6i hoan thanh ban luan van nay. Khi bat dau nhan de
tai thuc sy toi cAm nhan dé tai mang nhiéu noi dung méi mé. Hon nita véi
von kién thitc it éi cing vé6i kinh nghiém lam dé tai 16n khong nhiéu nén toi
chua thuc sy tu tin dé tiép can dé tai. Mac du rat ban ron trong cong viec
nhung C6 van danh nhiéu thoi gian va tam huyét trong viéc huéng dan, dong
viéen khuyén khich toi trong sudt thoi gian toi thyc hien dé tai. Trong qua
trinh tiép can dé tai dén qué trinh hoan thién luan van Co ludn tan tinh chi
bao va tao diéu kién t6t nhat nhat cho toi hoan thanh luan van. Cho dén bay
gio luan van thac si ctia toi da dude hoan thanh, xin cdm on Co da don doc
nhic nhé toi.

T6i xin tran trong cam on Ban Giam hiéu, Khoa Toan - Tin va Phong Dao
tao cua truong Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai Nguyén. Toi xin tran trong
cam on cac Thay, Co da tan tinh truyén dat nhing kién thitc quy bau ciing
nhu tao moi diéu kien thuan lgi nhat dé toi hoan thanh luan van nay.

Toi xin tran trong cadm on Ban giam hiéu, cac thay co gidao truong THPT
Kim Son A - Ninh Binh noi to6i cong tac da tao diéu kién gitup d6 toi hoan
thanh cong viéc chuyén mon tai nha truong dé to6i hoan thanh chuong trinh
hoc tap cao hoc.

Cudi cuing, toi xin chan thanh bay té long biét on dén gia dinh, ban be,
nhiing nguoi khong ngiing dong vién, hd trg tao moi diéu kién tét nhat cho

toi trong sudt qua trinh hoc tap va thuyc hién luan van.



PHAN MG DAU

Nhu ching ta da biét, vanh cic s6 nguyén Z 1a mot mién Euclid, va do d6

n6 1a mot mién nhan t héa va 1a mién idéan chinh. Céac idéan ctia Z c6 dang
mZ ={km| k€ Z} = (m)

v6i m € Z,m > 0. Néu m > 0 thi vanh thuong ctia Z c6 dang Z/mZ = Z,y,,
dude goi 1a vanh cac s6 nguyén modulo m. Trong vanh cic s6 nguyén Z, moi
phan tit khac 0 va khong kha nghich déu phan tich thanh tich cac phan ti
nguyén t6. Phan tich nay 14 duy nhat néu khong ké dén thi tu céc nhan tit
nguyén t6 va cac nhan ti 1a ude ctia don vi. Do Z 1a mién idéan chinh nén moi
idean I ctia Z déu la idean chinh. Gia st I = (m) la idéan sinh bdi m > 0.
Néu m = p{*...pf" 1a phan tich tiéu chuan ctia m thanh tich cic thita s6

nguyén t6 thi theo Dinh 1y Trung Hoa ta c¢6 phan tich duy nhat
Zm = Z/[ = chlxl P ... @Zp?t.

—1+41iv3

Cho w = — la mot can nguyén thiy bac ba cua don vi. Dt
Zw] ={a+bw|a,b e Z}.
Khi d6 Z[w] cung véi hai phép toan cong va nhan
(@ +bw) + (c+ dw) = (a + ¢) + (b + d)w,

(a + bw)(c + dw) = (ac — bd) + (ad + bc — bd)w

& mot mién nguyen, dude goi 1a vanh cdc s6 nguyén Eisenstein.

Cau tric clia vanh Z[w] va vanh thuong ctia né duge nghién cttu béi M.
Misaghian trong bai bao [Mi]: "Factor rings and their decompositions in the
Fisenstein integer ring Zw]" xuat ban nam 2013. Muc dich ctia luan van nay
14 trinh bay lai cac két qua trong bai bao trén. Luan vin quan tam khai thac

tinh chat Euclid ctia vanh Z[w], xac dinh cac s6 nguyén t6 Eisenstein, phan



tich cac s6 nguyén Eisenstein thanh thita s6 nguyeén t6 Eisenstein va ciu tric
cia vanh thuong cia vanh Z[w].

Luan van chia lam hai chuong.

Chuong 1 trinh bay mot s6 kién thitc co ban vé mién nhan ti héa, mién
ideéan chinh, mién Euclid va mdi quan hé gitta ching. Hon thé nita, luan van
trinh bay mot s6 tinh chat clia ki hiéu Legendre, cin nguyén thiy ctia don vi.
Diic biet phéat biéu va chiing minh tinh chat Euclid ctia vanh céc sd nguyén
Eisenstein Z[w].

Chuong 2 gom hai phan. Phan dau trinh bay tinh chat ctia s6 nguyén to6
Eisentein va cau triic vanh thuong clia vanh Z[w], thé hién trong Dinh 1y 2.1.8
va Dinh 1y 2.1.12. Phan cudi luan van trinh bay sy phan tich vanh thuong
clia vanh Z[w] (xem Dinh 1§ 2.2.4), dong thoi dua ra mot sé vi du minh hoa.
Néu phan tich cia vanh thuong clia vanh Z 1a duy nhat thi Vi du 2.2.6 chi ra
rang sy phan tich ciia vanh thuong clia vanh cac s6 nguyén Eisenstein Z[w]

khong duy nhat.



Chuong 1

Vanh cac s6 nguyén Eisenstein

Muc dich ctia chuong nay la trinh bay cac tinh chat co sé clia vanh cac so

nguyen Eisenstein. Tai lieu tham khéo chinh ctia Chuong la [H], [N], [M], [Mi].
1.1 Tinh chia hét vA mién nhan ti¥ héa

Trong suét muc nay ta luon xét D 14 mot mién nguyen.

1.1.1 Dinh nghia. Cho a,b 14 hai phan tit ctia D

(i) Cho b # 0. Ta ndéi b la mot wde cia a (hay a la boi ctia b), ki hiéu 1a ba,
néu ton tai ¢ € D sao cho a = bg. Néu b 1a udc ciia a thi ta con noi b

chia hét a hoic a chia hét cho b.
(i) Néu ton tai ¢ € D dé 1 = bq thi ta néi b 1a wdc cia don vi.

(iii) Cho 0 # a va 0 # b. Ta n6i a lien két b, ki hieu 1a a ~ b, néu a|b va bla.
Néu a khong lien két v6i b thi ta ki hieu a ~ b.

(iv) Cho b 1a mot uée ctia a. Ta néi b 1a wdce thuc sy cia a, ki hieu b|| a, néu
b 1vaba Cac udc cia a lién két véi 1 hodc lien két v6i a dudge goi

14 cac u6c tam thuong cia a.

1.1.2 Ménh dé. Cho 0 # a, b € D. Khi dé a lien két b khi va chi khi ching

chi sat khac nhaw boi mot nhan ta la wde cia don vi.



Chatng minh. Gia st a va b 13 lien két. Khi d6 ton tai ¢,d € D sao cho a = ¢b
va b = da. Suy ra a = cb = cda. Do D 1a mién nguyén va a # 0 nén 1 = cd.
Vay ca ¢ va d la w6c cua don vi va do d6 a va b chi khac nhau mot nhan tit
la w6c cua don vi. Nguge lai, gia st a = ¢b v6i ¢ la mot wée ctia don vi. Khi
d6 bla. Do ¢|1 nén ton tai d € D sao cho 1 = cd. Vi thé ta c6 ad = b(cd) = b.

Suy ra alb. Vay a va b liéen két v6i nhau. O

1.1.3 Dinh nghia. Cho p € D 1a mot phan tit khac khong va khac uée cia

don vi.
(i) p dugce goi la phan ti bat khd quy néu p khong c6 uée thuc s,

(ii) p duoc goi 1a phan ti nguyén t6 néu plab kéo theo p|a hodc p|b v6i moi
a,be D.

Trong vanh Z cac so6 nguyeén, cac khai niém phan tit bat kha quy va
phan t nguyén t6 1a tuong duong. Trong trusng hop tong quat, nhin chung

hai khai niém nay khong tuong duong. Tuy nhién ta c6 tinh chat sau day.
1.1.4 Meénh dé. Moi phan ti nguyén té déu bat khd quy.

Chatng minh. Gia sit a|p. Khi d6 ton tai b € D dé p = ab. Suy ra plab. Do p
nguyén t6 nén pla hodc p|b. Néu pla thi a ~ p. Néu p|b thi p ~ b va do d6 p va

b chi sai khac nhau nhan tit 1a w6c ctia don vi, tic 1a a 1a wée ctia don vi. [

Vi du sau day chi ra rang dieu ngudc lai cia Ménh deé 1.1.4 1a khong

ding.

1.1.5 Vi du. Lay D = {a + by/—5|a,b € Z}. Vi D la vanh con clia truong
s6 phitc nén D la mot mién nguyen. Ta khang dinh céc phan tit 2,3,1+ /=5
va 1 — /=5 la bat kha quy nhung khong 1a phan ti nguyen t6. That vay, véi
mdi r = a + by/—5 € D, goi T 1a s6 phiic lien hop véi . Ta dinh nghia chudn
ctia r, ki hieu 1a N(r) 1a s6 N(r) = rT = a® + 5b%. Do lién hop ctia tich hai s6

phiic bang tich cac lién hop nén ta c6 N(rs) = rs.7s = r7ss = N(r)N(s). Ta



6 6 =23 = (1++/=5)(1 — /-5).

Tru6c hét ta chitng minh s6 2 14 phan tit bat kha quy nhung khong nguyén
t6. Gid st r = a + byv/—5 1a mot uée cta 2. Khi d6 ton tai s € D sao cho
2 = rs. Suy ra 4 = N(2) = N(r)N(s). Do d6 N(r) chi c6 thée 1a 1,2,4.
Néu N(r) =1 = a®+ 5b* thi a = +1 va b = 0, do d6 r 1a wéc ciia don vi.
Néu N(r) = 2 thi a® + 50* = 2. Ro rang khong xay ra truong hgp nay. Néu
N(r) =4 =a*+5b* thi a = £2 va b = 0, do d6 r lien két v6i 2. Vay s6 2 1a
phan tit bat kha quy. Bay gio ta chitng minh s6 2 khong 14 phan tit nguyén
t6. That vay, gid st s6 2 1a phan ti nguyén t6. Vi 2|(1 ++/—5)(1 — /—5) nén
2 14 u6c ctia mot trong hai thita sé d6. Gia sit 2 1a ude cia 1 + /—5. Khi dé
ton tai r = a + by/—5 € D sao cho 2r = 1 + /—5. Suy ra

4(a® +5b%) = N(2)N(r) = N(2r) = N(1+v—=5) = 6

Diéu nay 1a vo 1y vi trong vanh sé nguyen, 4 khong thé 1a uéc ciia 6. Tuong
tu néu 2 1a wée ciia 1 — /=5 thi ta ciing suy ra diéu vo ly. Vay 2 khong 13
phan ti nguyeén to.

Bang cach tuong tu, ta c6 thé kiem tra dugce cac phan tt 2, 1—+/=5, 1+v/—5
ciing 1a bat kha quy nhung khong nguyén to.

1.1.6 Dinh nghia. Mot mién nguyén D dudc goi 1a mién nhan ti héa (vanh
nhan t1t héa) néu méi phan tit khac 0 va khac uée ctia don vi ctia D déu phan
tich dugc thanh tich nhitng phan tit bat kha quy va sy phan tich d6 1a duy

nhat néu khong ké dén thi tu v cac nhan ti 1a uée clia don vi.

Vi du don gian nhat cho mién nhan ti hoa la vanh Z cac sé nguyen. Tt
dau thé ki 19, nha toan hoc nguoi Diic C. F. Gauss da chiing minh dugc rang
cac vanh da thic nhiéu bién Z[zy, . .., x,] vA Q[z1, ..., z,] c6 he s6 tuong ting
trong vanh s6 nguyén va truong sé hitu ti déu 1a nhitng mién nhan ti hoa.

Chinh vi vay, nhiéu tai lieu dai sd da goi mién nhan t héa la vanh Gauss.



Cho a,b € D. Phan tt 0 # d € D dudc goi 1a mot wde chung 16n nhat
clia a va b néu d 1a mot ude chung clia a, b va la boi clia moi uée chung khac
clia a,b. Cha ¥ rang véi d, d’ 1a hai wéc chung 16n nhat ctia a va b, thi ton tai
phan tt kha nghich v € D sao cho d = d'u. Dic biét, trong vanh Z cac sb
nguyén, néu d 1a uéc chung 16n nhat clia a,b thi —d ciing 1a w6c chung 16n
nhét cta a, b.

Mien nguyén D dude goi 1a théa man dieu kién c6 ude chung 16n nhat
néu hai phan tit bat k¥ ctia D khong dong thoi bang 0 déu c6 uéc chung 16n
nhat. Chang han, vanh cac s6 nguyén Z théa man diéu kién c6 uéc chung 16n
nhét.

Mién nguyén D duge goi 1a théa man dieu kién day ding cac udc thuc siu
néu véi moi phan ti ay, as, as, . . . trong D théa man diéu kién as|ay, aslas, . . .
déu phai dimg. Chéng han, vanh céc s6 nguyén Z théa méan diéu kien day
ding nhiing wéc thuc su.

Tiép theo 1a mot s6 tinh chat clia mién nguyén théa man diéu kién c6 uée

chung 16n nhat va dieu kién day dimg cac uée thuc su.

1.1.7 B6 dé. Cho D la mién nguyén théa man diéu kien day ding cic ude
thuc su. Khi dé cdc phdt biéu sau la dung:

(i) Moi phan ti khdc khong va khong khd nghich deu cé6 mot ude bat khd
quy.

(ii) Moi phan ti khac khong va khong khd nghich déu phan tich dugc thanh
tich cdc nhan t bat khd quy.

Chiing minh. (i). Cho a € D la phan ti khac khong va khong kha nghich.
Néu a 1a bat kha quy thi a chinh 14 wéc bat kha quy ciia a. Néu a khong 1a
bat kha quy thi a c6 u6c thuce sy 1a a;. Néu aq 1a bat kha quy thi ta c6 diéu
can ching minh. Néu a; khong bat kha quy thi a; c6 ude thyc su 1a as. Tiép
tuc qua trinh trén ta dugc mot day cac wée thuc sy. Day nay phai dimg nén

a c¢6 uée bat kha quy.



